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Änderungsverzeichnis 
 
Version Datum Autor Änderung Status 

0.1 24.02.12 FDR Funktionen mit mehreren Variablen fertig 

0.2 03.02.12 FDR Partielle Ableitungen fertig 

0.3 07.03.12 FDR Tangentialebene, Linearisierung, 
Differentiale 

fertig 

0.4 17.03.12 FDR Fehlerrechnung fertig 

0.5 23.03.12 FDR Parameterdarstellung fertig 

0.6 29.03.12 FDR Gradient fertig 

06.1.1 20.04.12 FDR Das Wichtigste zum Gradienten fertig 

0.7 27.04.12 FDR Extremstellen fertig 

0.8 04.05.12 FDR Vektoranalysis fertig 

1.0 09.05.12 FDR Mehrfachintegrale fertig 
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1 Funktionen mit mehreren Variablen 

 
 
 
 

1.1 Flächen skizzieren 

Ebenen können in der Form 

Ax + By + Cz + D = 0 resp. z = ax +by + c  

beschrieben werden. 
 
 
Lösung: 
Suche drei Punkte, möglichst auf den Koordinatenachsen 
(sonst drei beliebige Punkte) 
 
Geg.: z = f(x,y) = -2x – 3y + 6 
 
 

 Punkt auf x-Achse  (x/0/0) 

 Punkt auf y-Achse  (0/y/0) 

 Punkt auf z-Achse  (0/0/z) 
 

 Punkte bestimmen, indem die Werte in z = f(x,y) eingesetzt 
werden 

 

 Die drei Punkte verbinden  Ebene 
 
 
Anmerkung: 
Liegt kein Punkt der Ebene auf der y-Achse, so ist die gesuchte 
Ebene parallel zu dieser Achse. 
 
 

1.2 Höhenlinie bestimmen 

Geg.: f(x,y) = x
2
 + y

2
 + 1, z0 = 0 

 

 f(x,y) = z0, danach auflösen und skizzieren 
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1.3 Definitionsbereich bestimmen 

 
 
Geg.: z = f(x,y) = ln(y-3x) 
Ges.: D = {(x,y)| F(x,y) } 
 
Lösung 
 

 ln muss positiv sein, d.h. Term > 0  D = {(x,y)|y-3x>0} 
 

 Ersetze die Ungleichung durch eine Gleichung 
(Höhenlinie zeichnen) 
y-3x = 0 
y=3x 

 

 Grafisch bestimmen (mit TI zeichnen) 
 

 In jedem sich ergebenden Gebiet mit einem Punkt prüfen, 
ob die Gleichung F(x,y) erfüllt wird. 
JA: Gehört zu D 
NEIN: Gehört nicht zu D 

 
 

1.4 Schnittkurven mit konstanten x- oder y-Werten 

Die Schnittkurve y = y0 (konstant) von z = f(x,y) lautet: 
z = f(x,y0) 
 
Die Schnittkurve x = x0 (konstant) von z = f(x,y) lautet: 
z = f(x0,y) 
 
Beispiel: 
Wie lauten die Schnittkurven von z = f(x,y) = ln(x

2
+y

2
) 

1. mit der Ebene x=2 
2. mit der Ebene y=3 

 
1) z = ln(2

2
+y

2
) 

 
2) z = ln(x

2
+3

2
) 
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1.5 Rotationssymmetrische Funktionen 

 
 
 

2 Die partielle Ableitung 

Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen heissen partielle 
Ableitungen. 
 

2.1 Die partielle Ableitung in x-Richtung 

Man leitet Richtung x-Achse ab. y ist konstant. 
 

 
 
 

2.2 Die partielle Ableitung in y-Richtung 

Man leitet Richtung y-Achse ab. x ist konstant. 
 

 
 
 

2.3 Partielle Ableitungen höherer Ordnung 

Partielle Ableitungen können wieder abgeleitet werden. 
 

 
 
 

2.3.1 Satz von Schwarz 

Bei gemischten partiellen Ableitungen kommt es nicht auf die 
Reihenfolge der Ableitungen an, wenn die ursprüngliche 
Funktion und alle Ableitungen stetig sind. 
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2.4 Aus den Ableitungen die Urfunktion bestimmen 

 
Geg.: partielle Ableitungen einer Funktion f 
Ges.: Funktion f 
 
Lösung 
 

 Wenn es eine solche Funktion geben soll, so müssen die 
gemischten Ableitungen f,xy (x,y) und f,yx (x,y) 
übereinstimmen (Satz von Schwarz) 
 gemischte Ableitungen bilden 

 

 Stimmen die gemischten Ableitungen überein, so gibt es 
eine Funktion. Stimmen sie nicht überein, gibt es keine 
Lösung. 
 

 Integrieren 

f,x (x,y) f(x,y) + h1(y) 
f,y (x,y) f(x,y) + h2(x) 
 
h1 und h2 = Integrationskonstanten 

 

 Koeffizienten vergleichen, um h1 und h2 zu bestimmen 
 

 Lösung aufschreiben: f(x.y) = …. + C 
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3 Tangentialebene, Linearisierung, Differentiale 

3.1 Die Tangentialebene 

 
 
 
 
 

3.1.1 Orthogonale Vektoren auf eine Fläche 

 
 

 
 
 

3.2 Linearisierung 

3.2.1 Linearisierung einer Funktion mit zwei Variablen 

 
 
Beim Linearisieren wird in der Nähe eines Arbeitspunktes (x0,y0) 
die Funktionsgleichung z=f(x,y) ersetzt durch einen linearen 
Ausdruck z = t(x,y) = ax + by + c 
 

wobei z = t(x,y) = ax + by + c  Gleichung der Tangentialebene 
in P(x0,y0,*) 
 
 

3.2.2 Verallgemeinerung 
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3.3 Das totale Differential 

 
 
 

 
 
(exakte Berechnung erfolgt mittels Taschenrechner) 
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3.4 Stammfunktion berechnen 

 
 
 
 

4 Fehlerrechnung 

In vielen Fällen ist es nicht möglich, Grössen direkt zu bestimmen. 
Beispielsweise werden Flächeninhalte fast immer nur berechnet, 
kaum je direkt gemessen. Bei der Bestimmung von Seitenlängen 
können Messfehler auftreten. 
Bei vielen Berechnungen treten Fehler auf, da mit irrationalen 
Zahlen oft gar nicht exakt gerechnet werden kann. Werte wie PI, 
2 , sin(1), e, ln(2), usw. können nur symbolisch dargestellt 
werden. Sie müssen bei numerischen Berechnungen durch 
Näherungswerte (Dezimalzahlen) angenähert werden. In diesem 
Kapitel betrachten wir einen Umgang mit Fehlern. 
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Aufpassen! 
Der maximale und mittlere 
Fehler meint nicht das gleiche. 
 Aufgabenstellung gut lesen 

4.1 Gesetz der Fehlerfortpflanzung 

 
 

4.1.1 Fehlerfortpflanzung bei Funktionen mit nur einer 
Variablen 

 
 

4.1.2 Fehlerfortpflanzung bei Funktionen mit mehreren 
Variablen 

 
 
 

4.2 Statistik einer Messreihe 
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4.2.1 Fehlerfortpflanzung bei mittleren (statistischen) Fehlern 

 
 
 

5 Parameterdarstellung 

Bewegungen werden mit Parameterdarstellungen beschrieben, die 
Lage ist eine Funktion der Zeit t. 
 

 
 
 
Bewegung auf einer Kreisbahn 

 
 
Bewegung auf einer Geraden 
Kann über Ortsvektor berechnet werden 

 
 
 

5.1 Parameterdarstellung für eine Funktion y=f(x) 

 
 
 
Grafische Darstellung mit dem TI-Taschenrechner: 
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5.2 Geschwindigkeits- und Tangentenvektor 

 
 

 
 
Die Beschleunigung beschreibt die Änderung der 
Geschwindigkeit pro Zeiteinheit: 

 
 
 
Physik: Die Geschwindigkeit ist immer tangential zur Bahn. Ist der 
Betrag der Geschwindigkeit konstant, so ist die Beschleunigung 
senkrecht zur Bewegung (zur Geschwindigkeit). Bei einer 
Kreisbewegung ist die Beschleunigung nur dann immer zum Zentrum 
gerichtet, wenn der Betrag der Geschwindigkeit konstant ist. 
 
 

5.3 Bogenlänge 
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6 Gradient und verwandte Gebiete 

6.1 Die Kettenregel: Differentiation nach einem 
Parameter 

 
 

 
 
 

6.2 Die Definition des Gradienten 

 
 
 

6.3 Die Richtungsableitung (Steigung in eine beliebige 
Richtung) 
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6.4 Eigenschaften des Gradient 
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6.5 Die implizite Ableitung 

 
 
 

6.5.1 Variante I (MATH)  

 
 
 

6.5.2 Variante II (MA+PHY2) 
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6.6 Das Wichtigste zum Gradienten 
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7 Extremstellen 

7.1 Extremstellen einer Funktion mit zwei Variablen 

 
 
 

7.2 Extremstellen mit Nebenbedingungen 
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8 Vektoranalysis 

In der Vektoranalysis werden die Methoden der Analysis 
(Differential- und Integralrechnung) auf die Vektorrechnung 
angewandt. Viele Fragestellungen in der Vektoranalysis kommen 
aus der Physik und den Ingenieurwissenschaften 
 
 

8.1 Skalarfelder 

 
 
 

8.2 Vektorfelder 
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8.3 Wegintegral 

 
 

 
 
 

8.4 Gradientenfeld 
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8.4.1 Wegintegrale über geschlossene Wege 

 
 

8.5 Integrabilitätskriterium (für konservative Felder) 

 
 

8.6 Divergenz 

 
 
 

 
 

8.7 Satz von Gauss 
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9 Mehrfachintegrale 

9.1 einfaches Integral 

 
 
 

9.2 Doppelintegrale 

 
 
 
Für y-Normalbereiche gilt 
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9.2.1 Regeln für Flächenintegrale 

 
 

9.3 Integrieren mit Polarkoordinaten 

9.3.1 Polarkoordinaten 

 
 

9.3.2 Kurven mit Polarkoordinaten 

 
 

9.3.3 Integration mit Polarkoordinaten 
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9.4 Volumenintegral 

 
 

 
 

9.4.1 Dreifachintegral mit kartesischen Koordinaten 
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9.4.2 Dreifachintegral mit Zylinderkoordinaten 

 
 

9.4.3 Zylinderkoordinaten 

 
 

 
 
 

9.4.4 Boden & Deckflächen mit Zylinderkoordinaten 

 
 

9.4.5 Rotationssymmetrische Flächen 

 


